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Kapitola 1

Základńı vlastnosti
rozhodovaćıch tabulek a stromů

Konstrukce rozhodovaćıch stromů z dat je zřejmě nejčastěji použ́ıvanou meto-
dou dobýváńı znalost́ı z databáźı [6]. Seznámı́me se s principy vybraných al-
goritmů konstrukce rozhodovaćıch stromů z rozhodovaćıch tabulek a ukážeme
jejich aplikaci na matici dat.

V data-miningových systémech (k akademickému použit́ı doporučujeme
data-miningový systém Lisp-Miner [5]) je nejčastěji implementována některá
varianta výpočetně rychlého př́ımého algoritmu použ́ıvaj́ıćıho k výběru atri-
butu entropii, který ovšem na rozd́ıl od ostatńıch uvedených algoritmů ne-
zaručuje nalezeńı optimálńıho rozhodovaćıho stromu. Podrobněǰśı popis me-
tod konstrukce rozhodovaćıch stromů z dat je dostupný v monografii P. Berky
[1]. V našem textu se soustřed́ıme na princip př́ımého algoritmu založeného
na snižováńı entropie. Ve výkladu vycháźıme z praćı [1, 2, 3, 4].

1.1 Dichotomické rozhodovaćı tabulky

Pro náš úvodńı výklad postač́ı, když se omeźıme na nejjednodušš́ı typ di-
chotomických rozhodovaćıch tabulek, které obsahuj́ı otázky pouze ve formě
booleovských atribut̊u. Tabulka je tvořena souborem rozhodovaćıch pravi-
del, v jejichž předpokladu je některá elementárńı konjunkce booleovských
atribut̊u a v závěru je uvedeno rozhodnut́ı.
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Př́ıklad dichotomické rozhodovaćı tabulky

R1 R2 R3 R4 R5 R6 R7

A 1 1 � 1 0 0 0
B 1 0 0 0 1 0 0
C � 1 1 0 � 1 0
D � 1 0 � � 1 �

a1 a2 a5 a3 a2 a1 a4

• Otázky (podmı́nky): booleovské atributy A, B, C, D

• Rozhodnut́ı (akce, závěry): a1, a2, a3, a4, a5

• 0, 1 znač́ı hodnoty booleovských atribut̊u,
”� ” znač́ı prázdné pole (kdy na hodnotě atributu nezálež́ı)

• Rozhodovaćı pravidla: R1, R2, R3, R4, R5, R6, R7

R1: A ^ B ) a1

R2: A ^ ¬B ^ C ^ D ) a2

R3: ¬B ^ C ^ ¬D ) a5

R4: A ^ ¬B ^ ¬C ) a3

R5: ¬A ^ B ) a2

R6: ¬A ^ ¬B ^ C ^ D ) a1

R7: ¬A ^ ¬B ^ ¬C ) a4
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1.2 Logické vlastnosti rozhodovaćıch tabulek

Rozhodovaćı tabulka je určena k odvozeńı rozhodnut́ı v př́ıpadech, které jsou
popsány odpověd’mi na uvedené otázky rozhodovaćı tabulky – z hlediska
výrokové logiky tedy pravdivostńım ohodnoceńım daných booleovských atri-
but̊u (výrokových proměnných). Uved’me si stručně některé situace, které
mohou v tabulce nastat:

Překryt́ı pravidel nastává, když existuje pravdivostńı ohodnoceńı splňuj́ıćı
předpoklady r̊uzných pravidel. Přitom může být

• redundantńı - rozhodnut́ı v závěrech těchto pravidel jsou stejná,

• sporné - rozhodnut́ı v závěrech těchto pravidel jsou r̊uzná.

Př́ıklad rozhodovaćı tabulky s překryt́ım pravidel

R1 R2 R3 R4 R5 R
0
6 R

0
7

A 1 1 � 1 0 1 0
B 1 0 0 0 1 1 �
C � 1 1 0 � 1 0
D � 1 0 � � 1 �

a1 a2 a5 a3 a2 a1 a4

Zde se pravidlo R
0
6 překrývá s pravidlem R1 a jde o redundantńı překryt́ı.

Pravidlo R
0
7 se překrývá s pravidlem R5 a jde o sporné překryt́ı.

Existenci překryt́ı můžeme zkontrolovat porovnáváńım všech dvojic pra-
videl v tabulce. U každé dvojice zjist́ıme, zda se v některé otázce předpoklady
pravidel explicitně lǐśı, tj. zda v tabulce je v některém řádku u jednoho z pra-
videl 0 a u druhého 1. Z hlediska výrokové logiky to pak znamená, že kon-
junkce předpoklad̊u této dvojice pravidel je kontradikćı a žádné pravdivostńı
ohodnoceńı ji nemůže splnit. Tento test ukáže, že naše úvodńı rozhodovaćı
tabulka neobsahuje překryt́ı.

Celkově je rozhodovaćı tabulka je konzistentńı, jestliže v ńı neexistuje
sporné překryt́ı. Poznamenejme, že rozhodovaćı tabulka bez překryt́ı je sa-
mozřejmě konzistentńı.

Daľśı logická vlastnost rozhodovaćı tabulky je jej́ı schopnost určit roz-
hodnut́ı v každém př́ıpadě, který je popsán odpověd’mi na otázky uvedené
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v tabulce. Rozhodovaćı tabulka je úplná, jestliže každé pravdivostńı ohod-
noceńı splňuje předpoklad některého pravidla. Z hlediska výrokové logiky to
znamená, že disjunkce předpoklad̊u pravidel v rozhodovaćı tabulce je tau-
tologíı.

Vlastnost úplnosti můžeme u rozhodovaćı tabulky bez překryt́ı pravidel
snadno posoudit rozborem počtu pravdivostńıch ohodnoceńı pokrytých jed-
notlivými pravidly. Ukážeme si to na př́ıkladu úvodńı rozhodovaćı tabulky.

Rozbor rozhodovaćıch pravidel z př́ıkladu

Počet pravdivostńıch ohodnoceńı výrokových proměnných A, B, C, D po-
krytých (nepřekrývaj́ıćımi se) pravidly:

22 pravidlem R1: A ^ B ) a1

20 pravidlem R2: A ^ ¬B ^ C ^ D ) a2

21 pravidlem R3: ¬B ^ C ^ ¬D ) a5

21 pravidlem R4: A ^ ¬B ^ ¬C ) a3

22 pravidlem R5: ¬A ^ B ) a2

20 pravidlem R6: ¬A ^ ¬B ^ C ^ D ) a1

21 pravidlem R7: ¬A ^ ¬B ^ ¬C ) a4

Pravidla se nepřekrývaj́ı, takže tabulka je jistě konzistentńı. Celkový
počet pokrytých pravdivostńıch ohodnoceńı výrokových proměnných A, B,
C, D je tedy 16, tj. je pokryto všech 24 pravdivostńıch ohodnoceńı. Rozho-
dovaćı tabulka z př́ıkladu je tedy úplná.

Můžeme se o tom přesvědčit také tak, že pomoćı ekvivalentńıch úprav
formuĺı výrokové logiky ukážeme, že disjunkce předpoklad̊u pravidel

(A ^ B) _ (A ^ ¬B ^ C ^D) _ (¬B ^ C ^ ¬D) _ (A ^ ¬B ^ ¬C) _

_ (¬A ^ B) _ (¬A ^ ¬B ^ C ^D) _ (¬A ^ ¬B ^ ¬C)

je tautologíı.
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1.3 Rozhodovaćı tabulky s pravděpodobnostńı

distribućı

V typických aplikaćıch maj́ı př́ıpady, které jsou popsány odpověd’mi na otázky
rozhodovaćı tabulky, r̊uznou frekvenci výskytu, což lze vyjádřit pomoćı zadáńı
pravděpodobnosti jednotlivých kombinaćı odpověd́ı. Pravidla rozhodovaćı
tabulky pak můžeme doplnit o pravděpodobnosti, že budou splněny jejich
předpoklady. Součet těchto pravděpodobnost́ı muśı být u úplné tabulky bez
překryt́ı roven 1. Budeme to požadovat i u neúplné tabulky bez překryt́ı
(očekáváme, že nepokryté kombinace odpověd́ı se nemohou vyskytnout, takže
maj́ı nulovou pravděpodobnost). Rozděleńı pravděpodobnosti v rámci předpoklad̊u
jednotlivých pravidel budeme chápat jako rovnoměrné – pravděpodobnosti
pravidel se rozděĺı rovnoměrně mezi pokryté kombinace odpověd́ı. Můžeme
tak přǐradit pravděpodobnosti pravidl̊um v rozvinuté rozhodovaćı ta-
bulce, v ńıž každé pravidlo p̊uvodńı tabulky nahrad́ıme souborem pravidel
podle pokrytých kombinaćı odpověd́ı – viz př́ıklad.

Př́ıklad rozhodovaćı tabulky s pravděpodobnostńı dis-
tribućı

P 0.2 0.1 0.4 0.3 0
Q1 � 0 0 1 1
Q2 0 0 1 � 1
Q3 0 1 � 1 0
A a1 a2 a2 a3

Rozvinutá rozhodovaćı tabulka

P 0.1 0.1 0.1 0.2 0.2 0.15 0.15 0
Q1 0 1 0 0 0 1 1 1
Q2 0 0 0 1 1 0 1 1
Q3 0 0 1 0 1 1 1 0
A a1 a1 a2 a2 a2 a3 a3

Entropie prostoru možných rozhodnut́ı

Z rozhodovaćı tabulky s pravděpodobnostńı distribućı můžeme též určit pravděpodobnost
P (ai) jednotlivých rozhodnut́ı a1,...,am jako součet pravděpodobnost́ı pravi-
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del se závěrem ai. Odtud se urč́ı entropie prostoru možných rozhodnut́ı:

H(A,P ) = �
mX

i=1

P (ai). log2 P (ai)

Orientačńı tabulka pro výpočet entropie je umı́stěna do př́ılohy textu.
V našem př́ıkladu rozhodovaćı tabulky s pravděpodobnostńı distribućı

urč́ıme P (a1) = 0.3, P (a2) = 0.4, P (a3) = 0.3, takže entropie prostoru
možných rozhodnut́ı je

H(A,P ) = �0.3 log2 0.3�0.4 log2 0.4�0.3 log2 0.3 = 0.52+0.53+0.52 = 1.57
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Obrázek 1.1: Př́ıklad rozhodovaćıho stromu

1.4 Rozhodovaćı stromy konzistentńı s roz-

hodovaćı tabulkou

V teorii graf̊u je strom obecně definován jako souvislý graf neobsahuj́ıćı cykly.
Rozhodovaćı strom (viz Obr. 1.1) bude strom s orientovanými hranami, v
němž

• jeden vrchol je kořen stromu, do nějž nevstupuj́ı žádné hrany, do
ostatńıch uzl̊u vstupuje právě jedna hrana,

• terminálńı uzly (listy stromu) jsou ty vrcholy, z nichž žádná hrana
nevystupuje,

• neterminálńım uzl̊um jsou přǐrazeny otázky Q1,...,Qn tak, že na
žádné cestě z kořene se nesmı́ žádná otázka opakovat

• z každého neterminálńıho uzlu vycházej́ı orientované hrany (větve)
označené jednotlivými možnými odpověd’mi na přǐrazenou otázku,

• terminálńım uzl̊um jsou přǐrazena rozhodnut́ı.
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Je zřejmé, že do každého uzlu rozhodovaćıho stromu vede jediná cesta z jeho
kořene (jej́ı délka, tzv. úroveň uzlu znamená počet otázek potřebných k
dosažeńı uzlu).

Abychom mohli formulovat vztah rozhodovaćıch stromů a tabulek, zave-
deme nejdř́ıve pojem rozhodovaćı funkce. Uvažujme prostor možných otázek
Q1,...,Qn a možných rozhodnut́ı a1,...,am. Rozhodovaćı funkce d přǐrazuje
každé kombinaci odpověd́ı r1,...,rn na otázky Q1,...,Qn některé rozhodnut́ı z
množiny rozhodnut́ı a1,...,am.

Rozhodovaćı funkce d je konzistentńı s danou rozhodovaćı tabulkou,
jestliže plat́ı: kdykoli kombinace odpověd́ı r1,...,rn na otázky Q1,...,Qn splňuje
předpoklad některého pravidla z rozhodovaćı tabulky, pak rozhodnut́ı určené
rozhodovaćı funkćı d je stejné jako rozhodnut́ı určené t́ımto pravidlem.

Je-li rozhodovaćı tabulka konzistentńı, pak existuje s ńı konzistentńı roz-
hodovaćı funkce - pokud kombinace odpověd́ı r1,...,rn na otázky Q1,...,Qn

splňuje předpoklad některého pravidla z rozhodovaćı tabulky, pak hodnotu
rozhodovaćı funkce d definujeme jako rozhodnut́ı určené t́ımto pravidlem; v
ostatńıch př́ıpadech definujeme hodnotu rozhodovaćı funkce d libovolně. Je-li
nav́ıc rozhodovaćı tabulka úplná, pak je rozhodovaćı funkce takto definována
jednoznačně.

Rozhodovaćı strom jednoznačně určuje rozhodovaćı funkci:

• pro každou kombinaci odpověd́ı r1,...,rn na otázky Q1,...,Qn najdeme
cestu (existuje právě jedna) z kořene stromu do terminálńıho uzlu
danou v každém neterminálńım uzlu s přǐrazenou otázkou Qi větv́ı
označenou odpověd́ı ri,

• hodnotou rozhodovaćı funkce je pak rozhodnut́ı přǐrazené tomuto
terminálńımu uzlu.

Uvažujme nyńı rozhodovaćı strom, který má přǐrazeny otázky, odpovědi
a rozhodnut́ı z dané rozhodovaćı tabulky. Potom můžeme srovnávat rozho-
dovaćı funkci určenou rozhodovaćım stromem s danou rozhodovaćı tabulkou.

Rozhodovaćı strom je konzistentńı s rozhodovaćı tabulkou, je-li j́ım
určená rozhodovaćı funkce konzistentńı s rozhodovaćı tabulkou. Rozhodovaćı
strom na obr. 1.1 je např́ıklad konzistentńı s rozhodovaćı tabulkou ze začátku
této kapitoly.

Úlohou je sestrojit co nejlepš́ı rozhodovaćı strom konzistentńı s
danou rozhodovaćı tabulkou. Ćılem je rozhodovaćı strom, který by měl co
nejmenš́ı počet otázek nutných k rozhodnut́ı.
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To lze vyjádřit jako minimalizaci maximálńı délky cest z kořene
stromu do terminálńıch uzl̊u; u rozhodovaćı tabulky s pravděpodobnostńı dis-
tribućı pak jako minimalizaci středńı délky stromu, kterou budeme dále
definovat. Za optimálńı rozhodovaćı strom pak budeme považovat roz-
hodovaćı strom, který má minimálńı středńı délku mezi všemi rozhodovaćımi
stromy konzistentńımi s danou rozhodovaćı tabulkou s pravděpodobnostńı
distribućı.

1.5 Vztah středńı délky rozhodovaćıho stromu

a entropie

Uvažujme rozhodovaćı tabulku s pravděpodobnostńı distribućı a rozhodovaćı
strom s ńı konzistentńı. Pak můžeme určit pravděpodobnost P (u) dosažeńı
jeho uzlu u tak, že sečteme z rozvinuté rozhodovaćı tabulky pravděpodobnosti
těch pravidel, jejichž předpoklad je konzistentńı s odpověd’mi na jednoznačné
cestě z kořene u0 do uzlu u.

Vlastnosti pravděpodobnosti dosažeńı uzl̊u pak jsou:

• pravděpodobnost kořene: P (u0) = 1

• pravděpodobnost uzlu u se děĺı mezi jeho následńıky v 2 N(u):
P (u) =

P
v2N(u) P (v)

• pravděpodobnosti dosažeńı terminálńıch uzl̊u w 2 W tvoř́ı distribuci:P
w2W P (w) = 1

Středńı délka rozhodovaćıho stromu dP (T ) je pak vážený pr̊uměr
délek d(w) cest z kořene do terminálńıch uzl̊u w 2 W :

dP (T ) =
X

w2W
P (w).d(w)

Z pravděpodobnost́ı dosažeńı terminálńıch uzl̊u w 2 W můžeme též určit
entropii rozhodovaćıho stromu H(W,P ):

H(W,P ) = �
X

w2W
P (w). log2 P (w)

Pro všechny rozhodovaćı stromy konzistentńı s danou rozhodovaćı tabulkou
plat́ı

H(A,P )  H(W,P ),
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kde H(A,P ) je entropie prostoru možných rozhodnut́ı, kterou urč́ıme
př́ımo z rozhodovaćı tabulky tak, že sečteme pravděpodobnosti pravidel ve-
doućıch ke každému rozhodnut́ı ai a na výslednou distribuci P (ai) použijeme
vzorec entropie:

H(A,P ) = �
mX

i=1

P (ai). log2 P (ai)

Důležité je, že pro středńı délku dP (T ) dichotomického rozhodovaćıho stromu
plat́ı:

H(W,P )  dP (T )

a tedy
H(A,P )  dP (T ).

Entropie je tud́ıž dolńım odhadem středńı délky rozhodovaćıho stromu. Tento
vztah budeme využ́ıvat v r̊uzných algoritmech konstrukce rozhodovaćıch stromů.

Př́ıklad výpočtu středńı délky a entropie rozhodovaćıho
stromu

Již dř́ıve jsme spoč́ıtali entropiiH(A,P ) = 1.57 prostoru možných rozhodnut́ı
v našem př́ıkladu rozhodovaćı tabulky s pravděpodobnostńı distribućı:

P 0.1 0.1 0.1 0.2 0.2 0.15 0.15 0
Q1 0 1 0 0 0 1 1 1
Q2 0 0 0 1 1 0 1 1
Q3 0 0 1 0 1 1 1 0
A a1 a1 a1 a2 a2 a3 a3

Urč́ıme středńı délku rozhodovaćıho stromu na Obr. 1.2:
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Obrázek 1.2: Př́ıklad rozhodovaćıho stromu

w P (w) d(w) P (w).d(w)
(Q2, 0)� (Q1, 0)� a1 0.2 2 0.4

(Q2, 0)� (Q1, 1)� (Q3, 0)� a1 0.1 3 0.3
(Q2, 0)� (Q1, 1)� (Q3, 1)� a3 0.15 3 0.45

(Q2, 1)� (Q3, 0)� a2 0.2 2 0.4
(Q2, 1)� (Q3, 1)� (Q1, 0)� a2 0.2 3 0.6
(Q2, 1)� (Q3, 1)� (Q1, 1)� a3 0.15 3 0.45

dP (T ) = 2.6

a vypočteme jeho entropii:

w P (w) � log2 P (w) �P (w). log2 P (w)
(Q2, 0)� (Q1, 0)� a1 0.2 2.32 0.46

(Q2, 0)� (Q1, 1)� (Q3, 0)� a1 0.1 3.32 0.33
(Q2, 0)� (Q1, 1)� (Q3, 1)� a3 0.15 2.74 0.41

(Q2, 1)� (Q3, 0)� a2 0.2 2.32 0.46
(Q2, 1)� (Q3, 1)� (Q1, 0)� a2 0.2 2.32 0.46
(Q2, 1)� (Q3, 1)� (Q1, 1)� a3 0.15 2.74 0.41

H(W,P ) = 2.53
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Kapitola 2

Př́ımé algoritmy konstrukce
rozhodovaćıch stromů

Připomeňme, že se zabýváme úlohou sestrojit co nejlepš́ı rozhodovaćı
strom konzistentńı s danou rozhodovaćı tabulkou. Ćılem je rozhodovaćı
strom, který by měl co nejmenš́ı počet otázek nutných k rozhodnut́ı.

Př́ımé algoritmy konstruuj́ı rozhodovaćı strom od jeho kořene, tedy ”shora
dol̊u”. Nejdř́ıve se vybere počátečńı otázka, která bude přǐrazena kořenu
stromu. Strom se pak rozvine o větve vycházej́ıćı z kořene a koresponduj́ıćı
jednotlivým možným odpověd́ım na otázku přǐrazenou kořenu. V nově vzniklých
uzlech se postup opakuje, dokud neńı v jednotlivých větv́ıch dosaženo jed-
noznačného rozhodnut́ı. Přednost́ı př́ımých algoritmů je rychlost výpočtu
a ńızké nároky na pamět’. Nevýhodou je, že neńı zaručena optimalita se-
strojeného rozhodovaćıho stromu. Výsledkem aplikace př́ımého algoritmu je
v každém př́ıpadě rozhodovaćı strom konzistentńı s danou rozhodovaćı ta-
bulkou, který je z hlediska použitého kritéria ”suboptimálńı”. Algoritmus
budeme demonstrovat na př́ıkladu převzatém z [2].
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2.1 Schéma př́ımých algoritmů

V postupně se rozv́ıjej́ıćım rozhodovaćım stromu:
Pro každý prozat́ım terminálńı uzel u zúž́ıme rozhodovaćı tabulku na
ta pravidla, s nimiž je konzistentńı kombinace odpověd́ı na cestě z kořene
stromu do u, a provedeme:

1. Test terminality uzlu:
Pokud zúžená tabulka neobsahuje r̊uzná rozhodnut́ı, označ́ıme uzel u
za terminálńı a přǐrad́ıme mu konzistentńı rozhodnut́ı. Jinak:

2. Výběr otázky:
Z otázek, které ještě nebyly na cestě z kořene stromu do u použity,
vybereme podle daného kritéria nejvhodněǰśı.

3. Rozvinut́ı stromu:
Z uzlu u přidáme větve odpov́ıdaj́ıćı možným odpověd́ım na vybranou
otázku.

Kritéria výběru otázky

Pokud vycháźıme z rozhodovaćı tabulky bez pravděpodobnostńı distribuce,
bude hlavńım ćılem zmenšováńı prostoru možných rozhodnut́ı. Vybrána bude
otázka minimalizuj́ıćı počet zbývaj́ıćıch možných rozhodnut́ı:
Pro každou př́ıpustnou otázkuQ a možnou odpověd’ r urč́ıme počet zbývaj́ıćıch
rozhodnut́ı m(Q, r). Kritériem bude maximum z těchto hodnot:

m(Q) = max
r

m(Q, r)

Pokud máme u rozhodovaćı tabulky k dispozici pravděpodobnostńı dis-
tribuci, pak můžeme velikost prostoru možných rozhodnut́ı charakterizovat
pomoćı jeho entropie a použ́ıt pro výběr otázky princip snižováńı entro-
pie:
Pro každou př́ıpustnou otázkuQ a možnou odpověd’ r urč́ıme entropii zbývaj́ıćıch
rozhodnut́ı H(Q, r). Nejprve urč́ıme pravděpodobnost dosažeńı uzlu P (Q, r)
a pravděpodobnost každého rozhodnut́ı P (Q, r, ai) v tomto uzlu. Odtud vypočteme
podmı́něné pravděpodobnosti všech zbývaj́ıćıch rozhodnut́ı

P (ai|Q, r) =
P (Q, r, ai)

P (Q, r)
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Entropie zbývaj́ıćıch rozhodnut́ı H(Q, r) je pak dána vzorcem:

H(Q, r) = �
X

P (ai|Q, r). log2 P (ai|Q, r)

Kritériem pro posouzeńı vhodnosti otázky Q bude maximálńı zbývaj́ıćı
entropie při libovolné odpovědi r:

mH(Q) = max
r

H(Q, r)

nebo středńı entropie:

H̄(Q) =
X

r

P (Q, r).H(Q, r)

Př́ıklad rozhodovaćı tabulky pro konstrukci rozhodo-
vaćıho stromu př́ımým algoritmem

P 0.15 0.2 0.05 0.25 0.2 0.15
Q1 Y N Y Y N N
Q2 Y Y N N Y N
Q3 N N Y N Y N
A a1 a1 a2 a2 a3 a3

Z dané rozhodovaćı tabulky zjist́ıme rozložeńı pravděpodobnosti P (ai) možných
rozhodnut́ı tak, že sečteme pravděpodobnosti pravidel vedoućıch ke každému
rozhodnut́ı ai. Odtud vypočteme entropii prostoru možných rozhodnut́ı:

H(A,P ) = �
mX

i=1

P (ai). log2 P (ai)

P (ai) � log2 P (ai) �P (ai). log2 P (ai)
a1 0.35 1.51 0.53
a2 0.3 1.74 0.52
a3 0.35 1.51 0.53

H(A,P ) 1.58
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Obrázek 2.1: Výběr otázky pro kořen stromu

2.2 Minimalizace počtu zbývaj́ıćıch možných

rozhodnut́ı

1. Výběr otázky pro kořen stromu:
Pro každou otázku Qi urč́ıme maximálńı počet zbývaj́ıćıch rozhodnut́ı
při obou možných odpověd́ıch Y,N - viz Obr. 2.1.

m(Qi, Y ) m(Qi, N) m(Qi)
Q1 2 2 2
Q2 2 2 2
Q3 2 3 3

Minima zm(Q) se nabývá u otázek Q1, Q2; do kořene stromu vybereme
např. Q1 a budeme pokračovat s výběrem otázek pro následuj́ıćı uzly.

2. Výběr otázky pro uzel daný cestou (Q1, Y )
U otázek Q2 a Q3, které ještě nebyly použity, opět urč́ıme maximálńı
počet zbývaj́ıćıch rozhodnut́ı při obou možných odpověd́ıch Y,N (a
odpovědi Y na otázku Q1):

m(Qi, Y ) m(Qi, N) m(Qi)
Q2 1 1 1
Q3 1 2 2

Vybereme samozřejmě otázku Q2, která dokonce již vede k terminálńım
uzl̊um - viz Obr. 2.2.

3. Výběr otázky pro uzel daný cestou (Q1, N)
U otázek Q2 a Q3, které ještě nebyly použity, opět urč́ıme maximálńı
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Obrázek 2.2: Částečně rozvinutý strom

počet zbývaj́ıćıch rozhodnut́ı při obou možných odpověd́ıch Y,N (a
odpovědi N na otázku Q1):

m(Qi, Y ) m(Qi, N) m(Qi)
Q2 2 1 2
Q3 1 2 2

Obě otázky maj́ı stejnou hodnotu kritéria, vybereme např. otázku Q2.

4. V částečně rozvinutém stromu je třeba ještě doplnit otázku v uzlu
na cestě dané odpověd’mi (Q1, N) – (Q2, Y ), nebot’ zde jsou stále dvě
možná rozhodnut́ı. Zbývá jedině otázka Q3.

Výsledný strom pro danou rozhodovaćı tabulku při použit́ı kritéria mi-
nimalizace počtu zbývaj́ıćıch možných rozhodnut́ı m(Q) je na Obr. 2.3.

V této konstrukci rozhodovaćıho stromu jsme nevyuž́ıvali pravděpodobnostńı
distribuci, můžeme si však vypoč́ıtat jeho středńı délku dP (T ) jako vážený
pr̊uměr délek cest do terminálńıch uzl̊u w (násob́ıme je pravděpodobnost́ı
jejich dosažeńı P (w)):

w P (w) d(w) P (w).d(w)
(Q1, Y )� (Q2, Y )� a1 0.15 2 0.3
(Q1, Y )� (Q2, N)� a2 0.3 2 0.6

(Q1, N)� (Q2, Y )� (Q3, Y )� a3 0.2 3 0.6
(Q1, N)� (Q2, Y )� (Q3, N)� a1 0.2 3 0.6

(Q1, N)� (Q2, N)� a3 0.15 2 0.3
2.4
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Obrázek 2.3: Rozhodovaćı strom sestrojený př́ımým algoritmem s výběrem
otázky podle kritéria minimalizace počtu zbývaj́ıćıch možných rozhodnut́ı
m(Q)

Pro dosažeńı rozhodnut́ı je tedy třeba podle tohoto rozhodovaćıho stromu
položit v pr̊uměru dP (T ) = 2.4 otázek.
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2.3 Minimalizace maximálńı zbývaj́ıćı entro-

pie

1. Výběr otázky pro kořen stromu:
Pro každou otázku Qi urč́ıme entropii zbývaj́ıćıch rozhodnut́ı při obou
možných odpověd́ıch Y,N .

P (ai, Q1, Y ) P (ai|Q1, Y ) �P (ai|Q1, Y ). log2 P (ai|Q1, Y )
a1 0.15 0.33 0.53
a2 0.3 0.67 0.39
a3 0

P (Q1, Y ) 0.45 H(Q1, Y ) 0.92

P (ai, Q1, N) P (ai|Q1, N) �P (ai|Q1, N). log2 P (ai|Q1, N)
a1 0.2 0.36 0.53
a2 0
a3 0.35 0.64 0.41

P (Q1, N) 0.55 H(Q1, N) 0.95

P (ai, Q2, Y ) P (ai|Q2, Y ) �P (ai|Q2, Y ). log2 P (ai|Q2, Y )
a1 0.35 0.64 0.41
a2 0
a3 0.2 0.36 0.53

P (Q2, Y ) 0.55 H(Q2, Y ) 0.95

P (ai, Q2, N) P (ai|Q2, N) �P (ai|Q2, N). log2 P (ai|Q1, N)
a1 0
a2 0.3 0.67 0.39
a3 0.15 0.33 0.53

P (Q2, N) 0.45 H(Q2, N) 0.92

P (ai, Q3, Y ) P (ai|Q3, Y ) �P (ai|Q3, Y ). log2 P (ai|Q3, Y )
a1 0
a2 0.05 0.2 0.46
a3 0.2 0.8 0.26

P (Q3, Y ) 0.25 H(Q3, Y ) 0.72
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P (ai, Q3, N) P (ai|Q3, N) �P (ai|Q3, N). log2 P (ai|Q3, N)
a1 0.35 0.47 0.51
a2 0.25 0.33 0.53
a3 0.15 0.2 0.46

P (Q3, N) 0.75 H(Q3, N) 1.5

H(Qi, Y ) H(Qi, N) mH(Qi)
Q1 0.92 0.95 0.95
Q2 0.95 0.93 0.95
Q3 0.72 1.5 1.5

Minima z mH(Q) se nabývá u otázek Q1, Q2 – do kořene stromu vybe-
reme např. Q1 a budeme pokračovat s výběrem otázek pro následuj́ıćı
uzly.

2. Výběr otázky pro uzel daný cestou (Q1, Y )
U otázek Q2 a Q3, které ještě nebyly použity, máme určit maximálńı
entropii zbývaj́ıćıch rozhodnut́ı při obou možných odpověd́ıch Y,N (a
odpovědi Y na otázku Q1) a pak vybrat minimálńı. Avšak otázka Q2

již vede k terminálńım uzl̊um (viz Obr. 2.2), takže entropie zbývaj́ıćıch
rozhodnut́ı je u ńı nulová a Q2 bude jistě vybrána. Výpočet entropie u
Q3 tak již nemuśıme provádět.

3. Výběr otázky pro uzel daný cestou (Q1, N)
U otázek Q2 a Q3, které ještě nebyly použity, opět urč́ıme maximálńı
entropii zbývaj́ıćıch rozhodnut́ı při obou možných odpověd́ıch Y,N (a
odpovědi N na otázku Q1):

P (ai, Q1, N ;Q2, Y ) P (ai|Q1, N ;Q2, Y ) �P. log2 P
a1 0.2 0.5 0.5
a2 0
a3 0.2 0.5 0.5

P (Q1, N ;Q2, Y ) 0.4 H(Q1, N ;Q2, Y ) 1
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P (ai, Q1, N ;Q2, N) P (ai|Q1, N ;Q2, N) �P. log2 P
a1 0
a2 0
a3 0.15 1 0

P (Q1, N ;Q2, N) 0.15 H(Q1, N ;Q2, N) 0

P (ai, Q1, N ;Q3, Y ) P (ai|Q1, N ;Q3, Y ) �P. log2 P
a1 0
a2 0
a3 0.2 1 0

P (Q1, N ;Q3, Y ) 0.2 H(Q1, N ;Q3, Y ) 0

P (ai, Q1, N ;Q3, N) P (ai|Q1, N ;Q3, N) �P. log2 P
a1 0.2 0.57 0.46
a2 0
a3 0.15 0.43 0.52

P (Q1, N ;Q3, N) 0.35 H(Q1, N ;Q3, N) 0.98

H(Q1, N ;Qi, Y ) H(Q1, N ;Qi, N) mH(Q1, N ;Qi)
Q2 1 0 1
Q3 0 0.98 0.98

Podle kritéria minimalizace maximálńı zbývaj́ıćı entropie vybereme
otázku Q3.

4. V částečně rozvinutém stromu je třeba ještě doplnit otázku v uzlu na
cestě dané odpověd’mi (Q1, N) – (Q3, N), nebot’ zde jsou stále dvě
možná rozhodnut́ı. Zbývá jedině otázka Q2.

Výsledný strom TH pro danou rozhodovaćı tabulku při použit́ı kritéria
minimalizace maximálńı zbývaj́ıćı entropie mH(Q) je na Obr. 2.4.

V této konstrukci rozhodovaćıho stromu jsme využili pravděpodobnostńı
distribuci, což vede k lepš́ımu stromu z hlediska středńı délky dP (T ), kte-
rou opět vypočteme jako vážený pr̊uměr délek cest do terminálńıch uzl̊u w
(násob́ıme je pravděpodobnost́ı jejich dosažeńı P (w)):
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Obrázek 2.4: Rozhodovaćı strom sestrojený př́ımým algoritmem s výběrem
otázky podle kritéria minimalizace maximálńı zbývaj́ıćı entropie mH(Q)

w P (w) d(w) P (w).d(w)
(Q1, Y )� (Q2, Y )� a1 0.15 2 0.3
(Q1, Y )� (Q2, N)� a2 0.3 2 0.6
(Q1, N)� (Q3, Y )� a3 0.2 2 0.4

(Q1, N)� (Q3, N)� (Q2, Y )� a1 0.2 3 0.6
(Q1, N)� (Q3, N)� (Q2, N)� a3 0.15 3 0.45

dP (TH) = 2.35

Pro dosažeńı rozhodnut́ı je tedy třeba podle tohoto rozhodovaćıho stromu
TH položit v pr̊uměru dP (TH) = 2.35 otázek.

2.4 Optimálńı rozhodovaćı strom

Přednost́ı př́ımých algoritmů je rychlost výpočtu a ńızké nároky na pamět’.
Nevýhodou je, že neńı zaručena optimalita sestrojeného rozhodovaćıho stromu.
Kombinatoricky náročná úloha nalezeńı optimálńıho rozhodovaćıho stromu
s minimálńı středńı délkou má řadu principiálně odlǐsných algoritmických
řešeńı:
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Obrázek 2.5: Optimálńı rozhodovaćı strom TO sestrojený algoritmem větv́ı a
meźı

• algoritmus větv́ı a meźı použ́ıvaj́ıćı entropii k výpočtu dolńı meze,

• algoritmus dynamického programováńı,

• algoritmus AO⇤ prohledáváńı AND/OR grafu ř́ızeného heuristikou.

Uvedené algoritmy nebudeme v tomto textu popisovat. Pro zaj́ımavost je
však na Obr. 2.5 uveden optimálńı rozhodovaćı strom sestrojený algoritmem
větv́ı a meźı pro náš př́ıklad rozhodovaćı tabulky. Jeho středńı délka dP (TO) =
2 je tedy minimálńı. Optimálńı rozhodovaćı strom nás tedy dovede k dosažeńı
rozhodnut́ı v každé situaci již po zodpovězeńı dvou otázek.
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Kapitola 3

Konstrukce rozhodovaćıch
stromů z dat

V této kapitole si ukážeme, jak lze konstrukci rozhodovaćıch stromů z roz-
hodovaćıch tabulek aplikovat při dobýváńı znalost́ı z databáźı. Uvažujme
např́ıklad ilustrativńı matici dat, která zachycuje výsledky vyšetřeńı paci-
ent̊u a stanoveńı jejich diagnózy a1, a2, nebo a3. Vyšetřeńı spoč́ıvá ve třech
testech Q1, Q2, Q3 s pozitivńım Y nebo negativńım N závěrem.

Ćılem dobýváńı znalost́ı z těchto dat bude zjistit, jak na základě těchto
dat efektivně postupovat při stanovováńı diagnózy (kterým testem zač́ıt, jak
dále pokračovat). Je zřejmé, že tento ćıl vede k úloze konstrukce co nejlepš́ıho
rozhodovaćıho stromu odpov́ıdaj́ıćıho daným dat̊um.

Pokud jsou data konzistentńı v tom smyslu, že neobsahuj́ı dva řádky se
stejnými hodnotami test̊u a r̊uznými diagnózami, můžeme je shrnout v rozvi-
nuté rozhodovaćı tabulce - v našem př́ıkladě to bude tabulka s pravděpodobnostńı
distribućı, v ńıž rozhodovaćı pravidla a jejich pravděpodobnosti jsou źıskány
z daných dat.
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Matice dat
pacient Q1 Q2 Q3 diagnóza

k1 Y Y N a1
k2 Y Y N a1
k3 Y Y N a1
k4 N Y N a1
k5 N Y N a1
k6 N Y N a1
k7 N Y N a1
k8 Y N Y a2
k9 Y N N a2
k10 Y N N a2
k11 Y N N a2
k12 Y N N a2
k13 Y N N a2
k14 N Y Y a3
k15 N Y Y a3
k16 N Y Y a3
k17 N Y Y a3
k18 N N N a3
k19 N N N a3
k20 N N N a3

P 0.15 0.2 0.05 0.25 0.2 0.15
Q1 Y N Y Y N N
Q2 Y Y N N Y N
Q3 N N Y N Y N
A a1 a1 a2 a2 a3 a3

Rozhodovaćı stromy konzistentńı s touto rozhodovaćı tabulkou tedy budou
odpov́ıdat daným dat̊um. Pro jejich konstrukci tak můžeme použ́ıt pojmy a
algoritmy popsané v předchoźıch kapitolách.

Připomeňme si rozhodovaćı strom TH sestrojený v minulé kapitole pro
tuto rozhodovaćı tabulku př́ımým algoritmem při použit́ı kritéria minima-
lizace maximálńı zbývaj́ıćı entropie mH(Q) (Obr. 2.4). Tento strom tedy
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odpov́ıdá dat̊um z našeho ilustrativńıho př́ıkladu. Pro dosažeńı diagnózy je
třeba podle tohoto rozhodovaćıho stromu TH provést v pr̊uměru dP (TH) =
2.35 test̊u. Pokud bychom měli dokonce k dispozici optimálńı rozhodovaćı
strom (Obr. 2.5), pak bychom pro dosažeńı diagnózy podle něj potřebovali
pouze dva testy.

3.1 Princip algoritmu TDIDT

Nejčastěji použ́ıvaný algoritmus konstrukce rozhodovaćıch stromů z dat je
označován zkratkou TDIDT Top Down Induction of Decision Tree. Jak
vyplývá už z názvu, jde o př́ımý algoritmus konstrukce rozhodovaćıch stromů,
v němž jsou potřebné pravděpodobnosti źıskávány z daných dat.

Kritérium výběru otázky v dosaženém uzlu u je založeno na výpočtu
entropie. Pro každou př́ıpustnou otázku Q a možnou odpověd’ r urč́ıme
frekvenci odpovědi P (Q, r) a frekvenci každého rozhodnut́ı P (Q, r, ai) v da-
tech zúžených na část odpov́ıdaj́ıćı kombinaci odpověd́ı na cestě z kořene
stromu do u. Odtud vypočteme podmı́něné pravděpodobnosti a entro-
pii zbývaj́ıćıch rozhodnut́ı

P (ai|Q, r) =
P (Q, r, ai)

P (Q, r)

Výpočet entropie zbývaj́ıćıch rozhodnut́ı:

H(Q, r) = �
X

ai

P (ai|Q, r). log2 P (ai|Q, r)

Kritériem je nejčastěji středńı entropie:

H̄(Q) =
X

r

P (Q, r).H(Q, r)

3.2 Př́ıklad výpočtu algoritmem TDIDT

Konstrukci rozhodovaćıho stromu z dat algoritmem TDIDT si ukážeme na
ilustrativńım př́ıkladě převzatém z [1], kde lze nalézt daľśı podrobnosti. Ma-
tice dat v tomto př́ıpadě zachycuje atributy klient̊u banky (př́ıjem vysoký
či ńızký; konto vysoké, středńı či ńızké; pohlav́ı; nezaměstnanost) spolu s
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údajem o spláceńı jim poskytnutých úvěr̊u (A znamená řádné spláceńı, N
znamená problémy se spláceńım). Konstrukce rozhodovaćıho stromu může
bance přinést znalosti o tom, kterým klient̊um poskytnout úvěr v budoucnu
podle jejich charakteristiky.

Matice dat
klient př́ıjem konto pohlav́ı nezaměstnaný úvěr
k1 v v ž n A
k2 v v m n A
k3 n n m n N
k4 n v ž a A
k5 n v m a A
k6 n n ž a N
k7 v n m n A
k8 v n ž a A
k9 n s m a N
k10 v s ž n A
k11 n s ž a N
k12 n s m n A

Konstrukce rozhodovaćıho stromu z př́ıkladu

1. Prozkoumáme možné atributy pro umı́stěńı do kořene stromu:

• H̄(př́ıjem) = 0.57

• H̄(konto) = 0.92

• H̄(pohlav́ı) = 0.92

• H̄(nezaměstnaný) = 0.83

Nejmenš́ı středńı entropii má atribut ”př́ıjem”- kořen stromu

2. Umı́st́ıme do kořene atribut ”př́ıjem”a prozkoumáme větve odpov́ıdaj́ıćı
hodnotám atributu v kořeni stromu:

• ”př́ıjem(v)”je terminálńı s rozhodnut́ım ”úvěr(A)”

• ”př́ıjem(n)”je neterminálńı – urč́ıme středńı entropie zbývaj́ıćıch
atribut̊u v datech zúžených na př́ıpady ”př́ıjem(n)”:

H̄(konto) = 0.39, H̄(pohlav́ı) = 0.97 H̄(nezaměstnaný) = 0.98
Nejmenš́ı středńı entropii pro ”př́ıjem(n)”má atribut ”konto”
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Obrázek 3.1: Rozhodovaćı strom zkonstruovaný z dat algoritmem TDIDT

• Rozvětv́ıme podle hodnot atributu ”konto”v uzlu ”př́ıjem(n)”:

– ”př́ıjem(n)”^ ”konto(v)”je terminálńı s ”úvěr(A)”

– ”př́ıjem(n)”^ ”konto(n)”je terminálńı s ”úvěr(N)”

– ”př́ıjem(n)”^ ”konto(s)”je neterminálńı
– urč́ıme středńı entropie zbývaj́ıćıch atribut̊u v datech zúžených
na př́ıpady ”př́ıjem(n)”^ ”konto(s)”
H̄(pohlav́ı) = 0.67, H̄(nezaměstnaný) = 0
Vybereme tedy atribut ”nezaměstnaný”:
hodnota ”a”- ”úvěr(N)”, hodnota ”n”- ”úvěr(A)”

Výsledný strom je na obr. 3.1. Závěrem analýzy je pro banku zjǐstěńı,
že hlavńım atributem pro rozhodováńı o poskytnut́ı úvěru je výše př́ıjmu
klienta, na druhé straně na atributu pohlav́ı klienta nezálež́ı.

Konstrukce rozhodovaćıho stromu z dat algoritmem TDIDT je pro aka-
demické účely dostupná v dataminingovém systému LISp-Miner [5].
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genci. VŠE, 1995, 103 str.

[4] Martelli, A., Montanari, U.: Optimizing Decision Trees through Heuris-
tically Guided Search. Communications of the ACM 21, 1978, pp. 1025-
1039
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p � log2 p �p log2 p p � log2 p �p log2 p
0,01 6,6439 0,07 0,26 1,9434 0,51
0,02 5,6439 0,11 0,27 1,8890 0,51
0,03 5,0589 0,15 0,28 1,8365 0,51
0,04 4,6439 0,19 0,29 1,7859 0,52
0,05 4,3219 0,22 0,3 1,7370 0,52
0,06 4,0589 0,24 0,31 1,6897 0,52
0,07 3,8365 0,27 0,32 1,6439 0,53
0,08 3,6439 0,29 0,33 1,5995 0,53
0,09 3,4739 0,31 0,34 1,5564 0,53
0,1 3,3219 0,33 0,35 1,5146 0,53
0,11 3,1844 0,35 0,36 1,4739 0,53
0,12 3,0589 0,37 0,37 1,4344 0,53
0,13 2,9434 0,38 0,38 1,3959 0,53
0,14 2,8365 0,40 0,39 1,3585 0,53
0,15 2,7370 0,41 0,4 1,3219 0,53
0,16 2,6439 0,42 0,41 1,2863 0,53
0,17 2,5564 0,43 0,42 1,2515 0,53
0,18 2,4739 0,45 0,43 1,2176 0,52
0,19 2,3959 0,46 0,44 1,1844 0,52
0,2 2,3219 0,46 0,45 1,1520 0,52
0,21 2,2515 0,47 0,46 1,1203 0,52
0,22 2,1844 0,48 0,47 1,0893 0,51
0,23 2,1203 0,49 0,48 1,0589 0,51
0,24 2,0589 0,49 0,49 1,0291 0,50
0,25 2,0000 0,50 0,5 1,0000 0,50
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p � log2 p �p log2 p p � log2 p �p log2 p
0,51 0,9714 0,50 0,76 0,3959 0,30
0,52 0,9434 0,49 0,77 0,3771 0,29
0,53 0,9159 0,49 0,78 0,3585 0,28
0,54 0,8890 0,48 0,79 0,3401 0,27
0,55 0,8625 0,47 0,8 0,3219 0,26
0,56 0,8365 0,47 0,81 0,3040 0,25
0,57 0,8110 0,46 0,82 0,2863 0,23
0,58 0,7859 0,46 0,83 0,2688 0,22
0,59 0,7612 0,45 0,84 0,2515 0,21
0,6 0,7370 0,44 0,85 0,2345 0,20
0,61 0,7131 0,44 0,86 0,2176 0,19
0,62 0,6897 0,43 0,87 0,2009 0,17
0,63 0,6666 0,42 0,88 0,1844 0,16
0,64 0,6439 0,41 0,89 0,1681 0,15
0,65 0,6215 0,40 0,9 0,1520 0,14
0,66 0,5995 0,40 0,91 0,1361 0,12
0,67 0,5778 0,39 0,92 0,1203 0,11
0,68 0,5564 0,38 0,93 0,1047 0,10
0,69 0,5353 0,37 0,94 0,0893 0,08
0,7 0,5146 0,36 0,95 0,0740 0,07
0,71 0,4941 0,35 0,96 0,0589 0,06
0,72 0,4739 0,34 0,97 0,0439 0,04
0,73 0,4540 0,33 0,98 0,0291 0,03
0,74 0,4344 0,32 0,99 0,0145 0,01
0,75 0,4150 0,31 1 0,0000 0,00
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